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1. Nos itens abaixo, determine o valor do limite:

2T — 3% sen 2x
li 10 t b) im —— 10 t
8l — (10 pontos) ) i e —ta 3x (10 pontos)

2. Avalie os limites abaixo e use a definicdo para justificar suas afirmacées:

(a) lim vz (10 pontos) (b) lim (1 —2z?) (10 pontos)

x—9 x—+o00

3. Seja a fungao f(z) =

5 , definida para todo z € R, com z #0e x # 4.
x? — 4z

(a) Determine todas as retas assintotas do gréfico de f . (10 pontos)
(b) Determine os intervalos onde f é crescente e os intervalos onde f é decrescente. (10 pontos)

(c) Determine os intervalos onde a concavidade do grafico de f estd voltada para cima e os intervalos

onde a concavidade estd voltada para baixo. (10 pontos)
(d) Determine o conjunto Im(f). (10 pontos)
(e) Dé um esbogo detalhado do grafico de f. (10 pontos)
4. Seja a funcio f(z) = —C | definid todo z € R
. Seja a funcao f(zr) = ——, definida para todo x .
! ¥ 1+er’ P
(a) Mostre que Im(f) C (O, 4) e use o T'VI para mostrar que (O, 4) c Im(f). (10 pontos)

(b) Determine, se possivel, retas tangentes ao grafico de f que sejam paralelas
(i)aretay =z (05 pontos) (b) aretay = 2x (05 pontos)
(c) Analise a concavidade do grafico de f e determine, se possivel, eventuais pontos de inflexao.

(10 pontos)



h

Solugao 1: (a) Nota-se que o 3° Limite Fundamental do Cdlculo estabelece que lim ¢ = 1 e assim,
h—0
fazendo-se h = z In 2 e em seguida, h = x In 3, obtém-se que:
T __ Qx 1n2$71n3z x1n27 . J:h’l37
lim 2 -3 —limE——%  _lim (e D—(e D)
z—0 X —0 X z—0 X
h h h h
e’ —1 e’ —1 e’ — e — 2
=1 lim ——— = (In 2) li — (In 3) Ii =In2— In3=In—.
S A2 s 2y () 2o md=lng

[Note que este limite ¢ igual a f’(0), onde f(z) = 2% — 3% ]

h
(b) Nota-se que o 1° Limite Fundamental do Cdlculo diz que lim % =1 e assim segue que:

h—0
2 2 1
lim 2T iy = lim { 2 2 2T
0 (X — tg 3x z—0 z—0 2x ( tg 3z
2 1 1 1
= 2lim == sen 3z I~ @7 311 2
o0 2T (7 3im lim y (=311

e—0 3T  «—0 COS 3T

Solugao 2: (a) Deve-se mostrar que lim /z = 3, ou seja, que para todo € > 0 dado, existe § > 0, § = 6(¢)

r—9

tal que se |z — 9| < 0 entdo |\/z — 3| < e. Tem-se que:

VE -3l = | -~ o

<l|lr-9-1<d=¢

1
VT +3

1
Jr 3 < 3 < 1, para todo x > 0. Portanto, deve-se escolher § = ¢

(ou ainda, qualquer outro valor § < €), e assim,

visto que \/x + 3 > 3 e assim, segue

2 -9 <8 = |Vz—3=z—9

<|lz—-9]-1<d=e.

1
Vo +3

(b) Deve-se mostrar que lim (1 —z?) = —o0, ou seja, que para todo M > 0 dado, existe A > 0, A = A(M)

T—400
tal que se z > A entao (1—x2)<—M.Eimediato que
1-2))<-M <= 22-1>M <= 2°>M+1 <= z>VM+1 (pois z > 0).

Portanto, deve-se escolher A = /M + 1 (ou qualquer outro nimero maior que /M + 1) pois assim,

r>A = a>VM+1 — 22>M+1 — 2°—-1>M — 1—-2°<—-M.

4
22 —4x  x(z—4
retas assintotas verticais do gréfico de f. Analisemos os limites laterais para verificar se ocorrem explpsoes
no grafico de f nas proximidades desses dois pontos.

Solugao 2: (a) Nota-se que f(x) = e portanto, as retas x = 0 e x = 4 s@o candidatas a

. r—=0" = 2-4-50-4)"=(—4)" = zz—-4) >0 = ﬁ—>—oo
z(x —
= lim f(z) = -0,
z—07T
e assim, x = 0 é reta assintota vertical do grafico de f. De modo andlogo, faz-se:
4
. r=4t = -4 A4-4H"=0" = z(r-4) 20" = ——— = 400



= lim f(z) =40,

r—4+

e portanto, x = 4 é outra reta assintota vertical do grafico de f.
Para determinar retas as assintotas horizontais, faz-se:

4
o r—= 400 = -4 +00 = z(x—4) = +oo = ﬁ—ﬂﬁ = lim f(z)=0,
\xr — z—+00

e disto se conclui que a reta y = 0 é uma assintota horizontal do grafico de f. Por sua vez,

4
o r——00 = -4 -0 = z(r—4) = +oo = ﬁ—ﬂfr = lim f(z)=0,
T\T — Tr——00

confirmando que f admite apenas uma reta assintota horizontal.

(b) Deve-se estudar o sinal da derivada primeira de f; faz-se entao:

(4) (2% — 4z) — 4(a* —4z)’ 0 (2? —4z) —4(2z—4)  8(2—2)

fw) = (22 — 4x)? B (2% — 4x)? (22 — 4x)? ;

dado que o denominador da fracao é sempre positivo, entao é o numerador que determina o sinal da fragao.
Portanto, conclui-se que:

f(2)>0 = 2—-2>0 < <2 e fl(2) <0 <= 2-2<0 < z>2.

Logo, tem-se que:
f(z) é crescente nos intervalos (—o0,0) e (0, 2)

(mas nao ¢ crescente na uniao desses intervalos) e também
f(z) é decrescente nos intervalos (2,4) e (4, +0o0)

(mas nao é decrescente na uniao desses dois intervalos).

(c) Para estudar as concavidades do grafico de f analisa-se o sinal de f”(x); faz-se entao:

/

-z N/ —z)(2? —42)? — (2 — 2)((2? — 4x)?
1) = 8( 2 )2):@ /(a? —42)* — (2 — 2)((a® — 42)?)

(% — 4z (2 — 4a)4
_ 8(—1)(ZL‘2 —47)? — (2 — 1)2(2? — 42)' (22 — 4) _ 8(:102 —4x) (1) (2% — 42)' — (2 — 2)2(2z — 4)]
(22— 28 = i)
_8—x2+4x+4x2 —162+16  _3z* — 12z + 16
B (22 — 4x)3 (22— 4x)3.

Nota-se entdo que 3z% — 122+ 16 = (322 — 2 (3z) -2 +4) + 12 = (3z — 2)? + 12 > 0, ou seja, o numerador
da fracao acima é sempre positivo e portanto, o sinal da fracdo é determinado pelo denominador, e mais
precisamente, por (z? — 4x). [Outra forma de notar que o numerador é sempre positivo é observando que
o discriminante da equacdo 3z — 122 +16 =0 é A = —48 e f(0) = 16 > 0, e portanto, o grafico da funcio
do numerador estd sempre acima do eixo—zx ]

Dado que 22 — 4z tem rafzes em z = 0 e x = 4, vé-se que 2> —4x > O paraz < 0 e x > 4, e que
22 — 4z < 0 para 0 < = < 4; Disto se conclui que:

() >0 se x € (—00,0) U (4,+0c0) e f"(x) <0 se x€(0,4).

Portanto, a concavidade do gréfico de f é voltada para cima em (—o0,0) U (4,+00) e voltada para baixo
em (0,4).

(d) Nota-se inicialmente que se z € (—o0,0)U (4, 4+00) entao f(z) € (0,+00). De fato, dado que lim f(x) =
z—4t
+oo e lim f(z) =0 entado, como f é decrescente no intervalo (4, +00) conclui-se que f(x) € (0, +00).

T—r+o0o



Por outro lado, se d € (0,400) existe a > 4 suficientemente grande tal que 0 < f(a) < d (pois
lim f(z)=0) e também existe b > 4 suficientemente préximo de 4 tal que f(b) > d (pois lim f(z) = +o0)

T—r+00 2t

e portanto, d € (f(b), f(a)) (ou seja, o valor d estd entre f(b) e f(a)). Portanto, como f é uma funcao
continua, o Teorema do Valor Intermedidrio garante que existe ¢ entre a e b tal que f(c) = d, ou seja,
d € Im(f), e assim, como d > 0 é arbitrario, conclui-se que (0, +o0c) C Im(f). De modo anédlogo mostra-se
que se x € (—00,0) entao f(x) € (0,+00).

4
Em seguida, mostra-se que se z € (0,4) entdo f(z) € (—oo, —1]. De fato, nota-se que f(z) = @) onde
g(x
g(z) = 2% — 42 é uma funcio quadratica com raizes em x = 0 e x = 4, g(x) é negativa no intervalo (0, 4)
e min g(z) = —4; disto se conclui que f(z) é negativa no intervalo (0,4) e que max f(z) = ——— =
o<a<4 o<w<d min g(x)
4 0<z<4
S
4

Nota-se entdo que, como g(z) assume todos os seu valores no intervalo [—4,0) quando z € (0,2],
entdo f(x) assume todos os valores no intervalo (—oo,—1] quando xz € (0,2]; de modo similar ao feito
anteriormente, usando-se o Teorema do Valor Intermedidrio mostra-se que (—oo, —1] C Im(f). Conclui-se
que

Im(f) = (—o0,—1] U (0,+00).

(e) Para justificar a construgao do grafico de f resta mostrar que

lim f(z) = +o0 e lim f(z) = —o0.
z—0" r—4—
Tem-se que:
. . _ + 4
e 50 = z-4-50-4) =(-4) = z(z—4) -0 = ﬁ—)+oo
x(z —
= lim f(z) = +o0;
rz—0"
_ _ _ _ 4
e 54 = r-4-54-4) =0 = zz—4) >0 = ——x 5 -
x(x —4)

= lim f(x) = —o0;

T—4—
O grafico de f é mostrado na figura abaixo.

i
x =0 (retaassintota vertical)

x=4 (reta assintota vertical)

f(x)=4/(¢-4%)

~

6 5 4 3 2 10 1 2 3

(reta assintota horizontal) y=0




Solugao 4: (a) Este item foi anulado; todos receberao os 10 pontos correspondentes.
Para mostrar que I'm(f) C (0,4) nota-se que

xT

0<e<e"+1 = 0< <1l = 0< f(z) <1,

e?+1
para todo = € R e, portanto, Im(f) C (0,4).

Para mostrar o outro lado da inclusao, nota-se inicialmente que f é uma funcgao crescente pois

et (") (1+4e") —e"(1+e") e*(1+e*) —e%e”
f,(:n): ( x):( ( ) )2 =4 )272
l+e (1+e%) (1 +e)
ex
=4— >0,
(14 e)?
para todo x € R. Além disso, tem-se que
x xr X
m 4—5 4 tim — L g m Ly
r—r+oo 1 + em xr—r+00 1/6'7; + ex/(ix T—r+00o 1 + 1/e$
e também,
X
lim 4 =4 lim =0
ro—co 1 + e P | +e

(pois x = —00 = —z — +00 = l+e ¥ — +00).

Disto segue que para todo d € (0,4) tem-se que existem a,b € R tais que

fla) <d < f(b);

dado que f é uma funcdo continua, o Teorema do Valor Intermedidrio garante que existe ¢ € (a,b) tal
que f(c) = d, ou seja, d € Im(f). Dado que d € (0,4) é arbitrario, conclui-se (0,4) C Im(f) (e assim,
Im(f) = (0,4)).

(b) (i) Se existe a € R tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) seja paralela a reta y = x
entao o coeficiente angular de tal reta tangente deve ser igual a 1, e assim, deve ser:

4e®
Iy _ _ 2 _ 2
fila)=1 <= 7(14_6&)2—1 — 4 =(14+¢e%)* <= 4de® =1+ 2"+ (e)
P (ea)2_2e(z+1:0 <> (ea—1)220 P eazl P CLZO.

Portant 0,1t f'(a) = f'(0) 7460 1

ortanto, para a = em-se que f'(a) = = =1.

, P : q (EgE

(ii) Nota-se que nao existe a € R tal que f'(a) = 2 pois

4e®

_ _ 2 _ 2 _ 2
m—2 < 2€a—(1+€a) —1+2€a+€a < 0—1+6a>1.

flla) =2

[Nota—se que
(" —1)2>0 = ¥ —2"+1>20 = (X +2"+1)—4e" >0 = (e +1)% > 4e”

4x
== 0<%§1 = 0< f/(z)>1,

(1+e)

e portanto, a maior inclinagao possivel para uma reta tangente nesse caso é 1 ]

(c) O estudo da concavidade é feito analisando-se o sinal de f”(x); faz-se entdo:

, B (ez)/(l +€x)2 _ ew((l + ew)2)/ B e‘r(l + e:}c)2 . er(l + e:p)lez
fla)=4 1+ er)t =4 1+ en)

(14 e") [e"(1+e®)! — 2] et —e¥  eT(1—e")

(1+ev)4 T (T4er)d T (Tter)3




Disto segue que f”(z) >0sez <0e f’(x) <0sex >0 logo, a concavidade do grifico de f é voltada
para cima no intervalo (—oo, 0) e é voltada para baixo no intervalo (0, +00) ; assim sendo, ocorre mudanga

na concavidade do gréfico de f ao se passar de um lado do ponto x = 0 para outro lado desse ponto,
conclui-se que z = 0 é o Unico ponto de inflexao do grafico de f.

A titulo de ilustracao os graficos de f e suas derivadas sao mostrados na figura abaixo.

..................................................... e

(reta assintota horizontal) ¥

(%)= (@) F(L+ o)

-8 -7 -6 -5 44 -3

(reta assintota horizontal) y=0 o

(X) = (4™ (1 - o™
—1

)L+




